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　　摘　要：　模糊线性时序逻辑（ｆｕｚｚｙｌｉｎｅａｒｔｅｍｐｏｒａｌｌｏｇｉｃ）被应用于刻画模糊系统的规范语言，其可实现性（ｒｅａｌｉｚ
ａｂｉｌｉｔｙ）用于判断满足该时序逻辑公式的开放系统模型是否存在．模糊线性时序逻辑可实现性和系统合成（ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ）
的基本思想是：给定模糊线性时序逻辑公式，判断是否存在满足该公式的系统．如果存在，则构造满足该公式的最优系
统．为了检验模糊线性时序逻辑的可实现性，首先引入模糊 Ｂüｃｈｉ博弈的定义，作为检验模糊线性时序逻辑公式是否
可实现的模型．其次通过归约的方法，研究模糊Ｂüｃｈｉ博弈的性质（最优无记忆策略存在性．最后验证模糊线性时序逻
辑的可实现性并且给出其系统合成的过程，并说明它们的时间复杂度．
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１　引言

　　模型检测（ｍｏｄｅｌｃｈｅｃｋｉｎｇ）［１］技术是用于检验系统
是否满足期望的属性．系统合成［２］是给定属性（可以用

时序逻辑刻画），自动地构造一个满足该属性的系统．
在系统合成的过程中，时序逻辑（ｔｅｍｐｏｒａｌｌｏｇｉｃ）的可实
现性［２，３］的基本思想是已知属性（用时序逻辑公式［４］表

示），判断满足属性的系统是否存在．如果存在，则称时
序逻辑公式是可实现的．

经典时序逻辑仅仅刻画具有精确语义的系统属

性，在属性信息的获取过程中，比如传感器的稳健性，信

息传输过程中的噪音以及读取信息时产生的误差等，

这些过程导致获得的系统信息具有不确定性和模糊

性．作为经典时序逻辑的推广，模糊时序逻辑可以有效
地刻画含有模糊信息［５］的系统属性，弥补了经典时序

逻辑的不足，并且受到了学术界的关注．例如文献［６～
９］分别提出了模糊时间线性时序逻辑、模糊分支时序
逻辑、在任意模糊逻辑下的模糊计算树逻辑和基于广

义可能性测度的模糊线性时序逻辑．本文将研究如何
对于含有模糊信息的时序逻辑，构造一个满足此属性
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最优的系统．
本文的目的在于研究模糊线性时序逻辑的可实现

性和系统合成．在模糊情况下，反应式系统是否满足属
性的答案不再仅仅为“是”（用１表示）或“不是”（用０
表示），而是０到１区间的一个数值．因此，模糊线性时
序逻辑的可实现性主要目的是验证是否存在一个系

统，使得系统满足属性的真值最大．为了解决模糊线性
时序逻辑的可实现性和系统合成问题，在本文中给出

含有两个局中人的模糊 Ｂüｃｈｉ博弈（ｆｕｚｚｙＢüｃｈｉｇａｍｅ）
的定义，其中局中人分别代表系统与环境，动作为原子

命题上的模糊集．并且研究模糊 Ｂüｃｈｉ博弈的性质最
优无记忆策略的存在性，讨论判断最优无记忆策略存

在的时间复杂度．最后通过有限个经典博弈［１０，１１］解决

模糊线性时序逻辑的系统合成问题．

２　基础知识

　　模糊集［５］用于刻画隶属范围不是很清楚的集合，

形式化定义为：设Ｘ是一个有限论域，Ａ：Ｘ→［０，１］是论
域Ｘ上的模糊集．对任意ｘ∈Ｘ，Ａ（ｘ）表示ｘ属于Ａ的真
值．若对任意 ｘ∈Ｘ，Ａ（ｘ）∈｛０，１｝，则称 Ａ为分明集．
Ｓｕｐｐ（Ａ）表示模糊集Ａ的支集，定义为 Ｓｕｐｐ（Ａ）＝｛ｘ∈
Ｘ：Ａ（ｘ）＞０｝．对任意的λ∈（０，１），模糊集 Ａ的 λ截集
Ａλ＝｛ｘ∈Ｘ：Ａ（Ｘ）＞λ｝Ｘ．且对任意的 λ，μ∈（０，１），
若λ≥μ，则ＡλＡμ．．用Ｆ（Ｘ）表示论域Ｘ上的所有模糊
集．单位区间［０，１］上的一元运算┑和二元运算∨和∧
定义如下：对任意 ｘ，ｙ∈［０，１］，┑ｘ＝１－ｘ，ｘ∨ｙ＝ｍａｘ
｛ｘ，ｙ｝，ｘ∧ｙ＝ｍｉｎ｛ｘ，ｙ｝．为叙述方便，在这里先约定一
些记号．Ｎ表示包含０的自然数集．Σ为有限字母表，Σω

表示由Σ上的元素组成的无限字符串．

３　模糊线性时序逻辑
　　模糊线性时序逻辑是经典线性时序逻辑的推广，
用于刻画含有模糊信息的命题逻辑，其语法定义如下．
设Ｉ和Ｏ分别表示输入符号和输出符号的集合，原子命
题的集合ＡＰ＝Ｉ∪Ｏ．Ｖ是单位区间［０，１］的有限子集．Σ
＝ＶＡＰ表示字母表，ΣＩ＝Ｖ

Ｉ和ΣＯ＝Ｖ
Ｏ分别表示输入字母

表和输出字母表．设σ＝σ０σ１…∈Σ
ω，则在σ上从第 ｊ个

位置开始的无限字符串 σｊ… ＝σｊσｊ＋１…．基于原子命题
ＡＰ的模糊线性时序逻辑（简写为 ＦＬＴＬ）的语法［９］定义

为φ：：＝ａ｜ｐ｜φ∧Ψ｜┐φ｜φＵψ｜Ｘφ，其中ｐ∈ＡＰ，ａ∈［０，
１］．

模糊线性时序逻辑的语义为 Σω上的模糊集，定义
如下．

定义１［９］　设ＡＰ为原子命题的集合，φ是ＦＣＴＬ公
式，则φ的语义是 Σω上的模糊集，表示为‖φ‖，归纳
定义如下：对任意σ＝σ０σ１…∈Σ

ω，

‖ｐ‖（σ）＝σ０（ｐ），
‖ａ‖（σ）＝ａ，
‖┐φ‖ （σ）＝１－‖φ‖（σ），
‖φ∧ψ‖（σ）＝‖φ‖（σ）∧‖ψ‖（σ）；
‖Ｘφ‖（σ）＝‖φ‖（σ１…），
‖φＵψ‖（σ）＝ｓｕｐｉ≥０（‖φ‖（σ０…）∧‖φ‖（σ１…）

∧…∧‖φ‖（σｉ－１…）∧‖ψ‖（σｉ…））．
设φ是ＦＣＴＬ公式，则公式 φ的长度，记作｜φ｜，递

归定义为｜ｐ｜＝｜ａ｜＝１，｜φ１∧φ２｜＝｜φ１｜＋｜φ２｜＋１，
｜┐φ｜＝｜Ｘφ｜＝｜φ｜＋１，｜φ１Ｕφ２｜＝｜φ１｜＋｜φ２｜＋１，其
中ｐ∈ＡＰ，ａ∈［０，１］．

定义２［１２］　模糊 Ｂüｃｈｉ自动机是一个五元组 Ｂ＝
（Ｑ，Σ，ｑ０，δ，Ｆ），其中Ｑ表示非空状态集，Σ表示非空字
母表，ｑ０表示初始状态，δ：Ｑ×Σ×Ｑ→［０，１］为模糊状
态转移函数，Ｆ：Ｑ→［０，１］是模糊接收条件．当 Ｑ和 Σ
为有限集时，称模糊Ｂüｃｈｉ自动机是有限的．

对任意σ＝σ０σ１…∈Σ
ω，如果无穷状态序列 π＝

ｑ０ｑ１…，满足δ（ｑｊ，σｊ，ｑｊ＋１）＞０，其中 ｊ＝０，１，…，则称 π
是模糊Ｂüｃｈｉ自动机Ｂ在无穷串σ上的一条路径．路径
π中出现无限次的状态集定义为 Ｉｎｆｔ（π）＝｛ｑ∈Ｑ：ｉ
∈Ｎ，∞ｊ≥ｉ，ｑｊ＝ｑ｝．如果 Ｉｎｆｔ（π）∩Ｆ≠，则模糊
Ｂüｃｈｉ自动机Ｂ接受路径π的真值定义为‖Ｂ‖（π）＝
∧∞
ｊ＝０δ（ｑｊ，σｊ，ｑｊ＋１）∧∧ｑ∈ＨＦ（ｑ），其中Ｈ＝Ｉｎｆｔ（π）∩｛ｑ：

Ｆ（ｑ）＞０｝．模糊 Ｂüｃｈｉ自动机 Ｂ接受 σ∈Σω的真值定
义为‖Ｂ‖（σ）＝ｓｕｐ｛‖Ｂ‖（π）｜π是模糊自动机Ｂ在
字符串σ上的路径｝．

在文献［１３，１４］中，任意广义可能线性时序逻辑公
式［９］存在一个与之有相同接受语言的模糊 Ｂüｃｈｉ自动
机．由于模糊线性时序逻辑与广义可能线性时序逻辑
有相同的语法．因此可以得到下面的定理，其证明过程
与文献［１３］类似．

定理１　设φ是模糊线性时序逻辑公式，则存在模
糊Ｂüｃｈｉ自动机 Ｂφ＝（Ｑ，Σ，Ｉ，δ，Ｆ）使得对任意 σ∈Σ

ω

满足‖φ‖（σ）＝‖Ｂφ‖（σ），其中Ｑ为有限状态集合，
δ：Ｑ×Σ×Ｑ→［０，１］是模糊状态转移关系，Ｉ是初始状
态集，Ｆ是接受状态集，且模糊 Ｂüｃｈｉ自动机 Ｂφ的状态
个数为（２Ｏ（｜φ｜））２＝２２Ｏ（｜φ｜）．

在本文中，用 Ｍｏｏｒｅ机作为开放反应式系统的模
型，下面给出Ｍｏｏｒｅ机的形式化定义．

定义３［１２］　基于输入字母表ΣＩ和输出字母表ΣＯ的
Ｍｏｏｒｅ机是一个六元组Ｍ＝（ΣＩ，ΣＯ，Ｑ，ｑ０，δ，η），其中 Ｑ
表示非空状态集，ｑ０表示初始状态，δ：Ｑ×ΣＩ→２

Ｑ为状

态转移关系，η：Ｑ→ΣＯ是状态输出函数．
给定输入序列 ｉ０ｉ１ｉ２…∈Σ

ω
Ｉ，则 Ｍｏｏｒｅ机 Ｍ生成的

无限字符串σ＝（ｉ０∪ｏ０）（ｉ１∪ｏ１）（ｉ２∪ｏ２）…∈Σ
ω，其中

２４３
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ｏｊ＝η（δ（ｉ０ｉ１…ｉｊ－１））．Ｌ（Ｍ）表示由Ｍｏｏｒｅ机 Ｍ生成的
所有无限字符串．

ＦＬＴＬ公式阈值可实现性的定义如下．
定义４　设 φ是 ＦＣＴＬ公式，ＡＰ是原子命题，λ∈

［０，１］．如果存在 Ｍｏｏｒｅ机 Ｍ，使得由 Ｍ生成的无限字
符串σ满足‖φ‖（σ）≥λ，则称ＦＣＴＬ公式φ是阈值λ
可实现的，且 Ｍｏｏｒｅ机 Ｍ的构造过程称为 φ的阈值系
统合成．

模糊线性时序逻辑公式 φ的系统合成可以表示
为：构造系统Ｍ，使得对任意σ∈Ｌ（Ｍ），满足‖φ‖（σ）
≥ｖ，其中ｖ＝ｓｕｐ｛λ：φ是阈值λ可实现的｝．

从定义４中可知，ＦＣＴＬ的阈值系统合成是找到一
个满足条件的系统，而ＦＣＴＬ的系统合成却是在满足条
件的系统中寻找最优系统．

４　模糊博弈理论
　　接受无限字符串的 ω自动机是一个五元组 Ｂ＝
（Ｑ，Σ，Ｑ０，δ，α），其中Ｑ表示非空有限状态集，Σ表示非
空有限输入字母表，Ｑ０表示初始状态，δ：Ｑ×Σ→２

Ｑ为

状态转移函数，α是接收条件．
当αＱ时，称 ω自动机 Ｂ为非确定 Ｂüｃｈｉ自动

机．当α＝（Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｄ），其中Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｄ是状态集
Ｑ的一个划分，称ω自动机 Ｂ为非确定 Ｐａｒｉｔｙ自动机，
称ｄ为Ｐａｒｉｔｙ自动机的指数，记作ｉｎｄｅｘ（Ｂ）＝ｄ．当｜Ｑ０｜
＝１且对任意 ｑ∈Ｑ和 ａ∈Σ，满足｜δ（ｑ，ａ）｜≤１时，称
ω自动机Ｂ为确定有穷自动机．

对任意σ＝σ０σ１σ２…∈Σ
ω，如果无穷状态序列π＝

ｑ０ｑ１ｑ２…∈Ｑ
ω满足δ（ｑｊ，σｊ）＝ｑｊ＋１，其中ｊ∈Ｎ，则称π是

ω自动机Ｂ在无穷串σ上的一条路径．Ｂüｃｈｉ自动机接
受路径π的条件是Ｉｎｆｔ（π）∩Ｆ≠；Ｐａｒｉｔｙ自动机接受
路径π的条件是ｍｉｎ｛ｔ：Ｉｎｆｔ（π）∩Ｆｔ≠｝是偶数．

如果路径π满足接收条件，则称路径 π是被 ω自
动机接收的一条路径．非确定自动机接收字符串σ∈Σω

当且仅当在字符串 σ上至少存在一条可被接收的
路径．

非确定Ｂüｃｈｉ有穷自动机比确定Ｂüｃｈｉ有穷自动机
的表达能力强［１５］．下面定理说明非确定 Ｂüｃｈｉ有穷自
动机与确定Ｐａｒｉｔｙ自动机有相同的表达能力，其中自动
机的表达能力相同是指它们接受相同的语言．

定理２［１１］　设Ｂ是非确定 Ｂüｃｈｉ有穷自动机且状
态个数为ｎ，则存在确定 Ｐａｒｉｔｙ有穷自动机 Ｐ，与 Ｂüｃｈｉ
有穷自动机Ｂ有相同的接收语言，并且 Ｐａｒｉｔｙ自动机 Ｐ
的状态个数为２Ｏ（ｎｌｏｇｎ）和ｉｎｄｅｘ（Ｐ）＝ｎ．

本文的博弈模型是含有两个参与人的模糊 Ｂüｃｈｉ
博弈，特点是：在模糊 Ｂüｃｈｉ博弈中的任意状态 ｓ，局中
人１先选择一个动作，然后局中人２选择另一个动作，

且两个动作的选择相互独立，互不影响．特别要指出的
是，模糊Ｂüｃｈｉ自动机相当于只有一个参与人的模糊
Ｂüｃｈｉ博弈．模糊Ｂüｃｈｉ博弈的形式化定义如下．

定义５　含有两个局中人的模糊Ｂüｃｈｉ博弈是一个
八元组Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，Ｆ），其中：Ｓ是有限
或可数状态集合；ΣＩ和 ΣＯ分别为局中人１和局中人２
的动作集，且ΣＩ∩ΣＯ＝；ｓ０为初始状态；Γ１：Ｓ→２

ΣＯ，

Γ２：Ｓ→２
ΣＩ分别表示对任意状态 ｓ∈Ｓ，局中人１可用动

作集为Γ１（ｓ）ΣＯ，局中人２可用动作为 Γ２（ｓ）ΣＩ；
δ：Ｓ×ΣＯ×ΣＩ→Ｆ（Ｓ）为模糊转移函数，对任意ｓ∈Ｓ，ｏ∈
ΣＯ，ｉ∈ΣＩ，δ（ｓ，ｏ，ｉ）是状态 Ｓ上的模糊集，特别地，δ（ｓ，
ｏ，ｉ）（ｓ′）表示为当前状态ｓ在局中人１的动作ｏ和局中
人２的动作ｉ作用下转移到状态ｓ′的真值；Ｆ∈２Ｓ是模
糊博弈取胜的Ｂüｃｈｉ条件．

若对任意ｓ∈Ｓ，ｉ∈Γ１（ｓ），ｏ∈Γ２（ｓ），｜Ｓｕｐｐ（δ（ｓ，ｏ，
ｉ））｜＝１且转移函数 δ是分明的，则称模糊 Ｂüｃｈｉ博弈
为分明的．在模糊 Ｂüｃｈｉ博弈 Ｇ中，若其中一个局中人
在任意状态上的可用动作为空集时，则 Ｇ为模糊 Ｂüｃｈｉ
自动机．若Ｓ、ΣＩ和ΣＯ都是有限集时，称Ｇ为有限的．有
限模糊 Ｂüｃｈｉ博弈 Ｇ的大小定义为 ｜Ｇ｜＝｜Ｓ｜

＋∑
ｓ∈Ｓ
∑
ｉ∈∑Ｉ

∑
ｏ∈∑Ｏ

｜Ｓｕｐｐδ（ｓ，ｉ，ｏ）｜．在本文中研究的模糊博

弈为有限模糊 Ｂüｃｈｉ博弈，且对任意 ｓ∈Ｓ，存在 ｉ∈
Γ１（ｓ），ｏ∈Γ２（ｓ），满足｜Ｓｕｐｐ（δ（ｓ，ｉ，ｏ）｜＞０．

在模糊博弈Ｇ中，路径π定义为π＝ｓ０
ｏ０，ｉ
→
０
ｓ１
ｏ１，ｉ
→
１

ｓ２…∈（Ｓ×ΣＯ ×ΣＩ）
ω，且对任意 ｋ≥０，ｓｋ∈Ｓ，ｏｋ∈

Γ１（ｓ），ｉｋ∈Γ２（ｓ）满足 δ（ｓｋ，ｏｋ，ｉｋ）（ｓｋ＋１）＞０．Ｐａｔｈ（Ｇ）
表示模糊博弈Ｇ上的所有路径．

Ｖａｌ（π）表示模糊博弈 Ｇ在路径 π中获胜的真值，
定义如下：

Ｖａｌ（π）＝
∧∞
ｊ≥０δ（ｓｋ，ｏｋ，ｉｋ）（ｓｋ＋１）， Ｉｎｆｔ（π）∩Ｆ≠；

０， Ｉｎｆｔ（π）∩Ｆ＝{ ．
注１　Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，Ｆ）是模糊博弈

图，其中Ｆ是模糊博弈获胜的 Ｂüｃｈｉ条件．当对 Ｇ中的
任意一个状态，仅且只有一个局中人对应的动作集不

为空时，模糊博弈图Ｇ是文献［１６］中的博弈图．
注２　模糊博弈图 Ｇ是文献［１７］中并发博弈图在

模糊集上的推广，模糊博弈图具有不确定性和模糊性．
模糊博弈的路径与两个局中人选取的动作有关，

局中人动作的选取称为策略（ｓｔｒａｔｅｇｙ），形式化定义为．
定义６　设 Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，Ｆ）是模糊

博弈，局中人１的策略是函数ｆ：（Ｓ×ΣＯ×ΣＩ）
→ΣＯ，表

示对模糊博弈Ｇ中的有限路径指派一个动作．类似的，
局中人２的策略是ｇ：（Ｓ×ΣＯ×ΣＩ）

→ΣＩ．
如果局中人的策略对于下一步动作的选取只依赖

３４３
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于当前状态，且与历史状态无关，则称策略为无记忆策

略．形式化表示：局中人１的无记忆策略为 ｆ：Ｓ→ΣＯ，局
中人２的无记忆策略为ｇ：Ｓ→ΣＩ．

用П１和П２分别表示局中人１和局中人２的策略
集合．在有限模糊博弈 Ｇ中，局中人１和局中人２的无
记忆策略集是有限的，且局中人１的无记忆策略的个数
为｜Ｓ‖ΣＯ｜．

定义７　设 Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，Ｆ）是模糊

博弈，π＝ｓ０
ｏ０，ｉ
→
０
ｓ１
ｏ１，ｉ
→
１
ｓ２…∈Ｐａｔｈ（Ｇ），ｆ∈П１，ｇ∈П２，

若ｓ＝ｓ０和对任意自然数 ｊ，使得 ｆ（π
ｊ）＝ｏｊ∈Γ１（ｓｊ），

ｇ（πｊ）＝ｉｊ∈Γ２（ｓｊ）满足δ（ｓｊ，ｏｊ，ｉｊ）（ｓｊ＋１）＞０，则路径 π

∈ｏｕｔｃｏｍｅ（ｆ，ｇ），其中 πｊ＝ｓ０
ｏ０，ｉ
→
０
ｓ１
ｏ１，ｉ
→
１
ｓ２…ｓｊ表示路

径π第ｊ个位置处的前缀．
由定义３．４知ｏｕｔｃｏｍｅ（ｆ，ｇ）Ｐａｔｈ（Ｇ），则ｏｕｔｃｏｍｅ

（ｆ，ｇ）的真值定义如下．
定义８　设 Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，Ｆ）是模糊

博弈，ｆ∈Π１和ｇ∈Π２，在策略ｆ和ｇ作用下模糊博弈Ｇ
获胜的真值，记作Ｖａｌ（ｏｕｔｃｏｍｅ（ｆ，ｇ）），定义为 Ｖａｌ（ｏｕｔ
ｃｏｍｅ（ｆ，ｇ））＝ｓｕｐ｛Ｖａｌ（π）：π∈ｏｕｔｃｏｍｅ（ｆ，ｇ）｝．

在模糊博弈中，局中人１和局中人２处在对抗的环
境中，局中人１目的是尽可能最大化其在这场博弈中获
胜的真值，而局中人２的目的则相反．局中人１和２在
模糊博弈中获胜的真值定义如下．

定义９　设 Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，Ｆ）是模糊
博弈，对任意的 ｆ∈П１，

（１）局中人 １在策略 ｆ下获胜的真值，表示为
Ｖａｌ１（ｆ），定义为Ｖａｌ１（ｆ）＝ｉｎｆ｛Ｖａｌ（ｏｕｔｃｏｍｅ（ｆ，ｇ））：ｇ∈
П２｝．

（２）在模糊博弈Ｇ中，局中人１获胜的真值定义为
Ｖ１＝ｓｕｐ｛Ｖａｌ１（ｆ）：ｆ∈П１｝．

（３）如果Ｖａｌ１（ｆ）＝Ｖ１，则称策略 ｆ是局中人１在
模糊博弈Ｇ中的最优策略．

局中人２在模糊博弈的真值类似地定义如下：
定义１０　已知模糊博弈 Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，

δ，Ｆ），对任意的ｇ∈П２，
（１）局中人２在策略 ｇ下获胜的真值，用 Ｖａｌ２（ｇ）

表示，定义为 Ｖａｌ２（ｇ）＝ｓｕｐ｛Ｖａｌ（ｏｕｔｃｏｍｅ（ｆ，ｇ））：ｆ∈
П１｝．

（２）在模糊博弈Ｇ中，局中人２获胜的真值定义为
Ｖ２＝ｉｎｆ｛Ｖａｌ２（ｇ）：ｇ∈П２｝．

（３）如果Ｖａｌ２（ｇ）＝Ｖ２，则称策略 ｇ是局中人２在
模糊博弈Ｇ中的最优策略．

在有限模糊博弈中，两个局中人在所有策略下获

胜的真值为有限集．

命题１　设 Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，Ｆ）是有限
模糊博弈，则函数 Ｖａｌｔ：Πｔ→［０，１］是在模糊博弈 Ｇ中
局中人 ｔ的所有策略到［０，１］上的一个映射，则
ｌｍ（Ｖａｌｔ）＝｛ｒ∈［０，１］，ｈ∈Πｔ，Ｖａｌ

ｔ（ｈ）＝ｒ｝是［０，１］
的有限子集，其中ｔ＝１，２．

证明　已知模糊博弈 Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，
Ｆ）是有限的，所以 Ｓ×ΣＩ×ΣＯ×Ｓ是有限集，令 Ｘ＝
Ｉｍ（δ），显然Ｘ为［０，１］上的有限子集．设 ｆ∈П１和 ｇ∈

П２，路径 π＝ｓ０
ｏ０，ｉ
→
０
ｓ１
ｏ１，ｉ
→
１
ｓ２…∈ｏｕｔｃｏｍｅ（ｆ，ｇ），若

Ｉｎｆｔ（π）∩Ｆ≠，则 Ｖａｌ（π）＝∧∞
ｊ≥０δ（ｓｋ，ｏｋ，ｉｋ）（ｓｋ＋１）

＝ｋａ０∧…∧ａｋ－１，其中 ａｍ∈［０，１］，ｍ＝０，１，…，ｋ－１．
又因为Ｖａｌ（ｏｕｔｃｏｍｅ（ｆ，ｇ））＝ｓｕｐ｛Ｖａｌ（π）：π由策略 ｆ
和ｇ所产生的无限路径｝＝ｄ，ｋ（ａ１０∧…∧ａ１ｋ－１）∨…∨
（ａｄ０∧…∧ａｄｋ－１），其中ａｈｍ∈Ｉｍ（δ），ｈ＝１，…，ｄ；ｍ＝０，
…，ｋ－１．注意到［０，１］为线性格，取有限上界和下界不
会产生新的元素，从而 Ｘ∈｛０，１｝也是［０，１］的有限子
集．综上分析可知，Ｖａｌ（ｏｕｔｃｏｍｅ（ｆ，ｇ））Ｘ∪｛０，１｝．从
而对任意的ｆ∈П１，Ｖａｌ

１（ｆ）＝ｉｎｆ｛Ｖａｌ（ｏｕｔｃｏｍｅ（ｆ，ｇ））：ｇ
∈П２｝，即Ｖａｌ

１（ｆ）Ｘ∪｛０，１｝．故 Ｉｍ（Ｖａｌ１）Ｘ∪｛０，
１｝，因此Ｉｍ（Ｖａｌ１）是［０，１］的有限子集．对任意 ｇ∈П２，
Ｖａｌ２（ｇ）＝ｓｕｐ｛Ｖａｌ（ｏｕｔｃｏｍｅ（ｆ，ｇ））：ｆ∈П１｝Ｘ∪｛０，
１｝，则Ｉｍ（Ｖａｌ２）Ｘ∪｛０，１｝．因此Ｉｍ（Ｖａｌ２）是［０，１］的
有限子集．证毕．

５　模糊线性时序逻辑的可实现性
　　为了研究模糊博弈的性质———局中人１存在最优
无记忆策略，下面给出模糊博弈的水平集的定义，并讨

论模糊博弈与其水平集的关系，进一步说明判断模糊

线性时序逻辑可实现的时间复杂度．
定义１１　设Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，Ｆ）是模糊

博弈，λ∈［０，１］，则Ｇ的 λ－水平集定义为 Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，
ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δλ，Ｆ），其中对任意 ｓ∈Ｓ，ｉ∈ΣＩ，ｏ∈ΣＯ，
δλ（ｓ，ｏ，ｉ）＝ｓ＇当且仅当δ（ｓ，ｏ，ｉ）（ｓ′）≥λ．

注３　模糊博弈Ｇ和其水平集Ｇλ有相同的的状态
个数．

定理３　设 Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，Ｆ）是模糊
博弈，ｆ∈П１，λ∈［０，１］，则Ｖａｌ

１（ｆ）≥λ当且仅当在博弈
Ｇλ中，局中人１在策略ｆ作用下获胜．

证明　给定模糊博弈 Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，
Ｆ），则对任意λ∈［０，１］，水平集 Ｇλ的构造过程如定义
１１所示．设 ｆ是局中人 １在模糊博弈 Ｇ中的策略且
Ｖａｌ１（ｆ）≥λ．根据定义１０可知，对局中人２的任意策略

ｇ，满足Ｖａｌ（ｏｕｔｃｏｍｅ（ｆ，ｇ））≥λ．则存在路径π＝ｓ０
ｏ０，ｉ
→
０

ｓ１
ｏ１，ｉ
→
１
ｓ２…∈ｏｕｔｃｏｍｅ（ｆ，ｇ），满足 Ｉｎｆｔ（π）∩Ｆ≠，
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Ｖａｌ（π）＝∧∞
ｊ≥０δ（ｓｊ，ｏｊ，ｉｊ）（ｓｊ＋１）≥λ．因此在路径π中，

对任意的ｊ≥０，δ（ｓｊ，ｏｊ，ｉｊ）（ｓｊ＋１）≥λ．由定义１１可知，对
任意的ｊ≥０，ｓｊ＋１＝δ（ｓｊ，ｏｊ，ｉｊ）．若路径 π（ｏｕｔｃｏｍｅ（ｆ，ｇ）
且Ｖａｌ（π）≥λ，则在博弈Ｇλ中，路径π是由策略ｆ作用
下生成且满足博弈 Ｇλ的获胜条件．由局中人２策略 ｇ
的任意性可知，在策略 ｆ作用下局中人１在博弈 Ｇλ中
获胜．

另一方面，设Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，Ｆ）是模糊
博弈，则对任意λ∈［０，１］，Ｇλ是模糊博弈Ｇ的水平集．
设ｆ是局中人１在博弈Ｇλ中的胜出策略．下证：在模糊
博弈Ｇ中，局中人１在策略ｆ的作用下胜出的真值不小
于λ，即Ｖａｌ１（ｆ）≥λ．

设ｇ是局中人２在博弈 Ｇλ中的任意一个策略，路
径π是由策略ｆ和ｇ生成的，则路径 π满足博弈 Ｇλ的
获胜条件．则由定义１１知，π∈ｏｕｔｃｏｍｅ（ｆ，ｇ）且 π的每
一步转移值大于等于λ．因此路径π获胜的真值大于等
于λ，从而Ｖａｌ（ｏｕｔｃｏｍｅ（ｆ，ｇ））≥Ｖａｌ（π）≥λ，由策略 ｇ
的任意性可知Ｖａｌ１（ｆ）≥λ成立．证毕．

由命题１和定理３可以得到下面的定理．
定理４　设 Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，Ｆ）是模糊

博弈，则存在有限个经典博弈 Ｇλ，使得 Ｖ
１＝ｍａｘ｛λ：在

博弈Ｇλ中局中人１存在获胜的策略｝，其中λ∈［０，１］．
在经典（Ｂüｃｈｉ，Ｐａｒｉｔｙ）博弈中，两个局中人是否存

在胜出的无记忆策略可以在多项式时间内判定［１１］．由
推论１可知，本文的模糊博弈也有类似的结论．

定理５　设 Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，Ｆ）是模糊
博弈，则判断局中人１在模糊博弈Ｇ中是否存在最优策
略的时间复杂度为Ｏ（｜Ｓ‖ΣＩ‖ΣＯ｜ｌｏｇ｜Ｇ｜）．

证明　给定模糊博弈 Ｇ，由命题 １知，集合｛Ｖａｌ１

（ｆ）：ｆ∈П１｝是有限集，且集合｛Ｖａｌ
１（ｆ）：ｆ∈П１｝的元素

个数最多为｜Ｇ｜．由算法１知，最多需要ｌｏｇ｜Ｇ｜步才能找
到最大的λ∈｛Ｖａｌ１（ｆ）：ｆ∈П１｝，使得局中人１在博弈
Ｇλ中胜出．对于任意λ∈｛Ｖａｌ

１（ｆ）：ｆ∈П１｝，判断局中人
１在博弈Ｇλ中是否存在胜出的策略时间复杂度

［１１］为

Ｏ（｜Ｓ‖ΣＩ‖ΣＯ｜）．因此，判断局中人１在模糊博弈Ｇ中
是否存在最优无记忆策略的时间复杂度为Ｏ（｜Ｓ‖ΣＩ‖
ΣＯ｜ｌｏｇ｜Ｇ｜）．证毕．

算法１　计算局中人１在模糊博弈Ｇ中取胜的真值

输入：模糊博弈Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，Ｆ）；
输出：Ｖ１＝ｍａｘ｛λ：局中人１在Ｇλ中存在胜出的策略ｆ｝；
１：　Ｘ←Ｉｍ（δ）；　　　＼Ｘ是由Ｇ中转移函数的像集组成的集合．
２：　Ｘ←Ｓｏｒｔ（Ｘ）；　　 ＼对Ｘ排序．
３：　ｎ←ｌｅｎｇｔｈ．Ｘ；　　＼ｎ表示Ｘ在元素的个数．
４：　Ｆ（Ｘ，ｓ０∈Ｗｉｎ１（Ｇλ））；
５：ｉｆｎ＝１

６：　　ｒｅｔｕｒｎＦ（Ｘ，ｓ０∈Ｗｉｎ１（Ｇλ））；
７：　ｅｌｓｅ
８：　　　ｉ＝?ｎ／２」；　　 ＼?ｎ／２」表示小于或者等于ｎ／２的最大整数．
９：　　ｉｆｓ０∈Ｗｉｎ１（Ｇｉ）；
１０：　　　 ｒｅｔｕｒｎＦ（Ｘ［ｉ，ｎ］，ｓ０∈Ｗｉｎ１（Ｇλ））；
１１：　　ｅｌｓｅ
１２：　　　 ｒｅｔｕｒｎＦ（Ｘ［１，ｉ］，ｓ０∈Ｗｉｎ１（Ｇλ））；
１３：　　ｅｎｄｉｆ
１４：　ｅｎｄｉｆ

下面定理给出模糊线性时序逻辑的阈值可实现性

的验证过程，并讨论验证过程的时间复杂度．
定理６　设φ为模糊线性时序逻辑公式，ＡＰ是原

子命题，Ｉ、Ｏ是原子命题集ＡＰ的一个划分，λ∈［０，１］．
则φ的阈值可实现性是２Ｅｘｐｔｉｍｅ完全的，即时间复杂
度为２２

２Ｏ（｜φ｜）

．
证明　给定ＦＣＴＬ公式 φ，且｜φ｜＝ｎ．ＡＰ是原子命

题，Ｉ、Ｏ是ＡＰ的一个划分，即 ＡＰ＝Ｉ∪Ｏ且 Ｉ∩Ｏ＝．
由定理 １知，存在模糊 Ｂüｃｈｉ自动机 Ｂφ＝（Σ，Ｑ，Ｉ，δ，
Ｆ），对任意 σ∈Σω满足‖φ‖ （σ）＝‖ Ｂφ‖ （σ）且
｜Ｑ｜＝２２Ｏ（ｎ）．则构造含有两个局中人的模糊博弈 Ｇ＝
（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，Ｆ），其中Ｓ＝Ｑ；对任意ｓ∈Ｓ，Γ１
（ｓ）＝｛ｏ｜ｉ∈ΣＩ，ｓ′∈Ｓ，δ（ｓ，ｏ，ｉ）（ｓ′）＞０｝，Γ２（ｓ）
＝｛ｉ｜ｏ∈ΣＯ，ｓ′∈Ｓ，δ（ｓ，ｏ，ｉ）（ｓ′）＞０｝；对任意ｓ∈
Ｓ，ｉｉ∈ΣＩ，ｏ∈ΣＯ，η（ｓ，ｏ，ｉ）＝δ（ｓ，ｏ∪ｉ）；｛ｓ０｝＝Ｉ．

在模糊博弈 Ｇ中，局中人 １代表系统，动作集为
ΣＯ，局中人 ２代表环境，动作集为 ΣＩ．对任意 λ∈［０，
１］，构造λ水平集Ｇλ，状态个数为２

２Ｏ（ｎ）．则存在一个与
λ水平集Ｇλ等价的确定的Ｐａｒｉｔｙ博弈 Ｄλ

［１０］，其状态个

数最多为２２
２Ｏ（ｎ）ｌｏｇ２２Ｏ（ｎ）＝２Ｏ（ｎ）２

２Ｏ（ｎ）

＝２２
２Ｏ（ｎ）

，指数为２２Ｏ（ｎ）．
在确定Ｐａｒｉｔｙ博弈 Ｄλ中，有且仅有一个局中人存

在获胜的无记忆策略，而局中人１获胜的无记忆策略相
对应于一个Ｍｏｏｒｅ机Ｍ，使得对任意σ∈Ｌ（Ｍ）满足‖φ
‖（σ）≥λ．另外在Ｐａｒｉｔｙ博弈［１６］中，判断局中人１是否
存在获胜无记忆策略的时间复杂度为 ２Ｏ（ｎ）２

２Ｏ（ｎ）

＝２２
２Ｏ（ｎ）

．
证毕．

定理７　设φ为模糊线性时序逻辑公式，ＡＰ是有
限原子命题，Ｉ、Ｏ是原子命题集 ＡＰ的一个划分，即 ＡＰ
＝Ｉ∪Ｏ且Ｉ∩Ｏ＝．则模糊线性时序逻辑公式 φ的可
实现性是２Ｅｘｐｔｉｍｅ完全，即判断 φ的可实现性的时间
复杂度为２２

２Ｏ（ｎ）

．
证明　给定有限原子命题 ＡＰ上的模糊线性时序

逻辑公式φ，其中Ｉ，Ｏ为ＡＰ的一个划分，且｜φ｜＝ｎ．由
定理４３知，由ＦＣＴＬ公式φ可以构造一个含有两个局
中人的模糊博弈Ｇ＝（Ｓ，ΣＩ，ΣＯ，Γ１，Γ２，ｓ０，δ，Ｆ），且Ｇ是
有限模糊博弈．根据推论１，局中人１在模糊博弈 Ｇ中
胜出的真值可以表示为 Ｖ１＝ｍａｘ｛λ：局中人１在博弈

５４３
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Ｇλ中存在获胜的策略，λ∈［０，１］｝．根据定理 ４．３可
知，有限原子命题上的模糊线性时序逻辑的系统合成

问题的时间复杂度为２２
２Ｏ（｜φ｜）

．证毕．

６　结论
　　为了研究模糊线性时序逻辑的可实现性和系统合
成，本文首先引入了模糊博弈的定义，并且研究了模糊

博弈的性质最优无记忆策略的存在性．然后分析了判
断最优无记忆策略是否存在的时间复杂度．最后研究
了模糊线性时序逻辑的阈值可实现性，并说明了其时

间复杂度是２Ｅｘｐｔｉｍｅ完全的．
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